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Definitionen und Satze
Part B: Universal Algebra 3

Zu uberpriifen, ob eine Relation eine Kongruenz ist oder nicht, kann je nach Situation
sehr aufwindig sein. Eine hinreichende Bedingung fiir die Vertraglichkeit mit allen
fundamentalen Operationen der Algebra A lisst sich mit Hilfe der Translationen von A
formulieren.

Definition B.22 - Translation

Sei A = (A, F) eine Algebra. Eine Abbildung der Form x f(ay, ..., aj_y, X, aj41, ..., ap)
mit f € F und ay, ..., a;_y, aj41, ... a5 € A, heisst Translation von A.

Bemerkung B.23

Eine Translation von A gehort im Allgemeinen nicht zu den fundamentalen
Operationen F von A.

Satz B.24

Fur jede Algebra A = (A,F) gilt: ® € EqA ist genau dann eine Kongruenzrelation von
A, wenn O mit allen Translationen von A vertraglich ist.

Definition B.25 - Einfache Algebra

Eine Algebra A = (A,F), die ausser Ap und Vp keine weiteren Kongruenzrelationen
hat, heisst einfach.

Definition B.26 - Kern

Es sei ¢ : A — B eine Abbildung. Dann ist der Kemn von ¢ definiert als
Kern¢ := {(a,b) € A% : $a = ¢b.

Satz B.27 - Satz uiber Kern von Homomorphismen

Fir jeden Homomorphismus ¢ : A — B ist Kern¢ eine Kongruenzrelation auf A. Es
gilt sogar noch mehr: Die Kongruenzrelationen auf einer Algebra A sind genau die
Kerne von Homomorphismen mit Start A.

Definition B.28 - 0-1-trennend, 0-1-einfach

Sei L ein Verband mit grésstem Element 1 und kleinstem Element O. Ein

Homomorphismus ¢ : L — L' von L in einen Verband L' heisst O-trennend resp. 1-
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trennend, falls ¢ 1{$(0} = {03 resp. ¢ 1 {p(13 = {13 gilt.

Man nennt ¢ 0-7-trennend, falls ¢ sowohl O-trennend wie auch 1-trennend ist. Der
Verband L heisst 0-7-einfach, falls jeder nichtkonstante Homomorphismus
¢ : L — L' O-1-trennend ist.

Bemerkung B.29 - 0-1-einfach

Aufgrund von Satz B.27 ist ein Verband L mit O und 1 genau dann O-1-trennend,
wenn alle von V| verschiedenen Kongruenzen von L die Mengen {0} und {1} als

Kongruenzklassen haben.

Was fiir Algebren und dquivalenzrelationen gilt, ist auch fir Kongruenzrelationen
richtig:

Satz B.30 - Kongruenzverband

Es sei A eine Algebra und ®R eine nichtleere Teilmenge von ConA. Dann gilt:
N ® € ConA.

Und: Fiir jede Algebra A ist (ConA, V, A) ein Unterverband von (EqA, V, A).
Insbesondere ist (ConA, V, A) ein Verband (der Kongruenzverband von A).

Definition B.31 - Intervall

Sei L ein Verband, a, b € L. Das Intervall [a,b] ist wie folgt definiert:
[a,b] = fx: x €L, a < x < b}

Satz B.32

Sei L ein Verband, ® eine Kongruenz auf L. Dann ist jede Kongruenzklasse von © ein
Intervall auf L. Falls [x(] = iy, x5, ..., x,}, dann ist

[xilo = [xg A xp Ao Axpy x4V xV oV ox]

p

Die Kongruenz © auf L ist ein Unterverband von L.
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